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1. Introduction
Je voudrais parler ici du presque qui apparait en mathe´mati-
ques non comme re´sultant d’une approximation (comme en phy-
sique), ni d’un manque d’information (statistiques), ni d’un inde´-
termine´ (ine´galite´ de Heisenberg), ni meˆme d’un probable qui
pourrait eˆtre presque suˆr.
Ce dont je voudrais parler dans ce petit texte, c’est d’un
presque qui apparait comme modifiant des structures soit parce
que l’on n’arrive pas a` en e´tablir la ve´racite´ ou l’existence, soit
parce que l’on s’aperc¸oit au contraire qu’un re´sultat est vrai sous
des hypothe`ses moins fortes (ou plus fortes d’ailleurs, diffe´rentes
en tous cas).
Dans les deux cas le presque est une extension du “exact” et
je vais essayer de montrer comment le presque non seulement
n’a rien a` envier a` l’exact, mais qu’il peut lui ravir la vedette
parfois : le presque de “X” sera parfois plus inte´ressant que “X”
lui-meˆme.
Nous allons d’autre part se retrouver au cœur des mathe´mati-
ques : le presque, ce presque-la` en tout cas, va en fait apparaitre
comme satellite de la rigueur, joyau des mathe´matiques. Il est
en effet frappant de remarquer, il me semble, que le presque,
dans ce sens la` comme dans d’autres d’ailleurs, existe surtout
en mathe´matiques, sie`ge de l’exact. Peu de presque en physique,
et pratiquement pas en biologie, comme si les sciences vraies,
impre´cises, avaient du mal a` formaliser des presque structures
- exception faite de la Me´canique Quantique incorporant un
presque probabiliste intrinse`que (et non plus impre´cis) qui fait
d’elle un ve´ritable tournant e´piste´mologique.
Si l’on se demande pourquoi le presque a cette propension a`
se re´aliser autour de l’exact, on doit se confronter a` la structure
vraie, au squelette des mathe´matiques qui est :
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hypothe`ses, re´sultat et preuve.
Dans un e´nonce´ mathe´matique il y a non pas deux mais en
fait trois ingre´dients :
a. Un re´sultat
b. Des hypothe`ses
c. Une preuve
Bien suˆr toutes les mathe´matiques ne sont pas la`, qui peuvent
aussi offrir de simples concepts, sans preuve, sans re´sultat.
L’assertion ce´le`bre :
“Toute de´finition doit eˆtre l’hypothe`se d’un the´ore`me”
est certainement trop restrictive, mais elle offre tout de meˆme
un moteur se´rieux des mathe´matiques, un geste essentiel de
celles-ci : la preuve, immacule´e de rigueur.
Et c’est dans ce geste, il me semble, que se trouve la ve´ritable
dynamique du “presque”.
Ce geste est pourtant, en principe, tre`s rigide : pas de presque,
seulement du vrai et du faux.
Sauf que lorsque l’on n’arrive pas a` montrer le re´sultat sou-
haite´, on peut parfois, et ce parfois avec un peu d’habitude peut
se tourner en un souvent, montrer le presque-e´quivalent a` ce
re´sultat convoite´. Ou bien on peut aussi relaˆcher un peu les hy-
pothe`ses de fac¸on a` avoir le re´sultat escompte´ sous “presque les
meˆmes hypothe`ses”.
Ces deux approximations ne sont pas de la meˆme nature,
puisque le presque re´sultat est en dessous (plus faible), et les
presque hypothe`ses sont au dessus (plus fortes).
On exprime souvent, cependant, cette opposition de valeurs
en disant :
On obtient presque le re´sultat avec quasiment les meˆmes hy-
pothe`ses.
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Le presque et le quasi, et Euge`ne One´guine. — Regar-
dons le dictionnaire :
presque : pas tout a` fait
quasi : a` peu pre`s.
On donne souvent, aussi, quasi pour synonyme de presque.
Le quasi serait donc autour tandis que le presque serait d’un
coˆte´, d’un coˆte´ seulement.
Le presque rien serait donc de´ja` quelque chose, sous-entendu
de positif, et le quasinul serait autour de ze´ro, sans aucune
connotation de positif ou ne´gatif. Le presque associe´ a` un geste,
un “‘vers”, et le quasi serait statique, sans connotation de valeur.
Et l’on entendra :
“C’est “presque le meˆme re´sultat” (en dessous) que l’on de´mon-
tre avec “quasiment les meˆmes hypothe`ses” (autour).” C’est
du moins ce que sa propre vanite´ sugge`re au mathe´maticien
d’avouer (2).
1.1. Le presque autour de la preuve. — Combien de ma-
the´maticiens n’ont-ils pas clame´ avoir “presque de´montre´” la
conjecture de Poincare´ ou l’hypothe`se de Riemann ?
Qu’est ce qu’une presque preuve ? Je n’en sais rien.
Le presque fait re´fe´rence (en principe mais finalement peut-
eˆtre pas), nous y reviendrons plus bas, a` une topologie, une ide´e
de voisinage quantifie´. Orthogonal a` l’ide´e de la preuve qui est
“tout ou rien”.
Et pourtant le mathe´maticien vit en permanence dans le presque
rigoureux, c’est c¸a qui le fait avancer. Sinon il ne reˆve pas, et ne
peut imaginer les ide´es qui a la fin seront les ingre´dients de la
preuve (voir l’e´pilogue plus bas).
2. “Pe´tri de vanite´, il avait encore plus de cet espe`ce d’orgueil qui fait avouer avec la meˆme indiffe´rence
les bonnes comme les mauvaises actions, suite d’un sentiment de supe´riorite´ peut-eˆtre imaginaire”, Euge`ne
One´guin, A. Pouchkine
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Mais lorsqu’il e´choue, que la preuve ne marche pas (dans l’hy-
pothe`se ou` il cherche a` de´montrer un re´sultat qu’il connait de´ja`)
alors, en quelque sorte, comme dit Aragon,
il lui reste toujours ce plaisir merveilleux, vitupe´rer l’e´poque.
C’est-a`-dire vitupe´rer le re´sultat, son environnement, et de´montrer
presque ce qu’il avait l’intention de prouver.
1.2. Le presque re´sultat. — La preuve apparait souvent
comme un tunnel, dont sort le re´sultat. Un presque re´sultat est
un re´sultat affaibli, certes, mais qui sort aussi du bout du tun-
nel. C’est la` son principal me´rite : il est rigoureux. C’est-a`-dire
qu’il est rigoureusement e´tabli.
Le re´sultat, celui escompte´, apparait souvent comme une in-
tuition. On le croyait vrai parce que il e´tait intuitif : se donner
un champ de tangentes gentil va bien nous donner une courbe
gentille. Or on sait que ce n’est pas vrai, et que l’inte´gration
d’un champs de vecteur non lipschitzien n’est de´fini que presque
partout. Le presque re´sultat apparait contre une intuition et
il semblerait donc qu’il soit, puisque contrintuitif, boiteux, mal
e´quilibre´, mal de´fini. Mais puisque les mathe´matiques nous per-
mettent pleinement de conside´rer ce presque (ici un presque par-
tout) il n’en est rien et le presque re´sultat nous satisfait.
1.3. Les presque hypothe`ses. — Mais il est un autre bout
de ce tunnel de la preuve : l’entre´e dans le tunnel, les hypothe`ses.
En fait c’est une entre´e une fois que tout est fini, que l’on
re´dige. Mais dans le cours de la de´monstration c’est plutoˆt une
sortie. En effet cette disyme´trie entre hypothe`se (avant) et re´sultat
(apre`s) n’a pas de sens : pendant l’e´laboration de la preuve on
rentre et on sort de tous les coˆte´s du tunnel.
Et donc comme sortie l’hypothe`se a un statut e´quivalent au
re´sultat. On peut donc l’affaiblir, c’est-a`-dire l’augmenter. Le
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meˆme exemple que pre´ce´demment fonctionne ici encore : sans
l’hypothe`se Lipschitz le flot ne s’inte`gre pas, mais avec cette
hypothe`se supple´mentaire, il le fait.
De ce point de vue-la` on voit bien que le presque semble
bien une approximation d’un objet, d’un eˆtre (le re´sultat es-
compte´), bref d’une ontologie. Ce presque-la` s’oppose donc a`
l’“anti” qui, lui, est ontologique. Essayons de voir cela dans
le cas des syste`mes presqu’inte´grables tels que Poincare´ les a
appre´hende´s : nous allons apercevoir une suite
presque → non → anti
qui s’incarnera dans ce cas par
presque inte´grable → non inte´grable→ chaotique.
Le presque, le non et l’anti. — Le presque est a` l’oppose´ du
non, en quelque sorte. Si on est presque, on n’est pas tout a` fait
mais on n’est pas loin. On a longtemps cru (Laplace, Poincare´
jeune) qu’un syste`me presque inte´grable e´tait inte´grable. Cela
voulait dire que si l’on perturbait un peu un syste`me dynamique
dont la dynamique est tre`s bien comprise et tre`s gentille, et bien
le syste`me restait dans cette meˆme classe. Poincare´ a montre´
(apre`s avoir montre´ le contraire) qu’il n’en e´tait rien, et qu’un
syste`me perturbe´ perdait son inte´grabilite´.
Mais Poincare´ a fait beaucoup plus. Par un positionnement
tre`s particulier face aux re´sultats ne´gatifs, voir [8, 9] pour plus
de de´tails, il montre que la non convergence des se´ries de per-
turbation entraine l(a possibilite´ d)e chaos. Plus pre´cise´ment il
montre, depuis l’impossibilite´ qui est la sienne de prouver leur
convergence, leur divergence, et par la`-meˆme la possibilite´ du
mouvement chaotique. C’est magique. Seules les mathe´matiques
qui trainent comme un boulet leur rigueur peuvent transformer
ce boulet en ge´ne´rateur de nouveaux paradigmes (peut-eˆtre la
musique a-t-elle eu un tel pouvoir lors de la fin de la tonalite´ ?).
On a donc ainsi un curseur du “presque” a` l’“anti” via le
“non” : les se´ries sont tout d’abord presque convergentes (au sens
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que si l’on varie un tout petit peu un parame`tre elles se mettent a`
converger), mais elles ne sont plus convergentes (le syste`me n’est
plus inte´grable) et elles peuvent meˆme devenir divergentes, met-
tant a` nu un nouveau paradigme, celui du chaos, une nouvelle
ontologie en fait. Mais nous allons voir, et ce sera la the`se de ce
texte, que ce presque, lui aussi, va au fond faire apparaitre un
nouveau paradigme, une nouvelle ontologie tre`s pre´cise a` l’op-
pose´ du flou ge´ne´ralement attribue´ au presque, pre´cision tenue
par la rigueur de la preuve caracte´ristique des mathe´matiques.
Re´sumons :
a` petite valeur sur le curseur on a les syste`mes “presque”
inte´grables : c’est au fond un presque chez les hypothe`ses (eˆtre
inte´grable est une de´finition dont on essaie de tirer des conse´-
quences, des conclusions), puis on a les syste`mes non inte´grables
et en poussant un peu les syste`mes chaotiques. Mais “chaotique”
est maintenant du coˆte´ des re´sultats (on de´montre qu’un syste`me
est chaotique). Nous allons voir que le presque peut ausi passer
des hypothe`ses au re´sultat, en donnat une de´finition du presque
inte´grable.
Et au milieu de ce jeu se trouve la preuve, immuable.
hypothe`ses re´sultat
preuve
. −→ chaos
l l
presque inte´grable −→ .
preuve
hypothe`ses re´sultat
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2. (presque)The`se de cet expose´
Affaiblir des hypothe`ses c’est en rajouter.
Affaiblir un re´sultat c’est en enlever.
Tout est dans cette remarque, au demeurant tre`s “Audiard” (3).
C’est le lien tre`s e´troit entre hypothe`ses et re´sultat, tre`s e´troit
et tre`s rigoureux graˆce a` la preuve, qui donne une incarnation
au presque en mathe´matiques. La preuve, quant a` elle, restant
immuable, rigide. Et cette rigidite´ est semblable a` celle de la
poutre reliant les deux sie`ges d’une balanc¸oire : si un sie`ge monte
l’autre descend, et vice versa. Que la poutre se ramollisse et il
n’y a plus de jeu possible.
“A` de´formation pre`s”, le beau titre d’un presque expose´ a` ce
colloque, sugge`re que c’est bien parce que les mathe´matiques
de´finissent en toute rigueur ce qu’est une de´formation que tout
varie´te´ compacte connexe de dimension deux a` courbure posi-
tive est “presque une sphe`re”. Et l’on sait combien la preuve de
ce vrai re´sultat, conjecture´ par Poincare´, a donne´ de mal aux
mathe´maticiens.
C’est ce positionnement par rapport a la rigueur qui fait de
l’approximation de l’ontologie une ontologie. La seule possibilite´
du concept ne le pourrait pas, comme c’est le cas en physique
par exemple.
De meˆme que le “non” de Poincare´, non a` l’ontologie
de l’inte´grabilite´ qui se transforme en “oui” de l’on-
tologie du chaos, passant d’une ontologie a` une autre,
3. “Les be´ne´fices c¸a s’divise, les anne´es de placard c¸a s’additionne”, dans “Le cave se rebiffe”
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le “presque” peut nous faire passer d’une approxima-
tion de l’ontologie du re´sultat attendu a` une ontologie
ve´ritable.
C’est bien ce qui se passe, par exemple, dans le cas des syste`mes
presque’inte´grables de´crits plus haut. Un syste`me inte´grable per-
turbe´ perd, strictu sensu, son inte´grabilite´ (en ge´ne´ral). Mais il
garde cependant un tre`s grand nombre de tores invariants, les
fameux tores “KAM”, traces du paradigme inte´grable. De plus,
plus la perturbation est petite, plus ces tores KAM remplissant
entie`rement l’espace ambient. On a donc bien une notion de pres-
qu’inte´grabilte´ non plus comme de´finition, mais comme re´sultat.
J’ai essaye´ dans [7] d’apercevoir comment cet ensemble de tores
KAM constitue une “espace vu des e´quations diffe´rentielles”.
Mais ce presque re´sultat a encore une saveur un peu vague, une
saveur d’a` peu pre`s. Un a` peu pre`s normalise´ par cette taille de la
perturbation qu’un intervenant exte´rieur est cense´ pouvoir bou-
ger comme un curseur. Ce n’est pas un presque absolu, ce ”rien,
cet imponde´rable qui fait qu’on croit a` l’incroyable” se produi-
sant au “premier regard e´change´”avec les mathe´matiques. Ce
presque absolu, infinite´simal, ge´ne´re´ par une situation presque,
a` peu pre`s standard, nous allons le voir sur l’exemple de ces flots
presque partout de´finis, solutions d’une e´quation a` peu pre`s bien
pose´e.
3. Les flots de diPerna-Lions
Inte´grer un champ de vecteurs, c’est faire la de´marche inverse a`
celle qui consiste a` tracer en tout point d’une courbe son vecteur
tangent (voir [7] pour plus de de´tails).
On se donne un “champ de vecteurs tangents” et on construit
la courbe tangente en chaque point : c’est la trajectoire solution.
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A premie`re vue il semblerait suffisant pour qu’une trajectoire
existe que le vecteur tangent existe. C’est l’intuition que l’on a
lorsque l’on trace une courbe. Or il n’en est rien. L’unicite´ de la
solution de la dynamique ne´cessite plus que cela. Et cela n’est
pas seulement une condition que l’on rajoute afin de de´montrer
le re´sultat, c’est vraiment une condition ne´cessaire comme le
montre l’exemple du potentiel newtonien V (x) = −|x|1+θ, 0 <
θ < 1 traite´ en detail dans [7]. Le champ de vecteurs associe´
a une singularite´ a` l’origine qui de´truit l’unicite´ de la solution.
Mais il est juste de remarquer que si nous partons de x = 0
mais avec une vitesse non-nulle cette fois, l’ambigu¨ıte´ pre´ce´dente
disparait et l’on a a` nouveau unicite´ de la trajectoire. Le lieu
singulier, celui a` partir duquel la dynamique n’est pas ”bien”
de´finie car posse´dant le don d’ubiquite´, est donc un simple point
dans l’espace des phases, espace des positions-vitesses. C’est un
tout petit lieu, impossible a` dessiner car n’ayant, selon Euclide,
pas d’inte´rieur. En langage moderne on dit que c’est un ensemble
de mesure nulle. Partout ailleurs, c’est-a`-dire “presque” partout,
la dynamique est bien de´finie, les trajectoires sont uniques, sans
ambigu¨ite´.
Cet exemple est caracte´ristique d’une famille de dynamiques
qui sont, justement, de´finies “presque partout”. Passons sur les
de´tails techniques : il se passe pour cette classe de champs de
vecteurs ce que nous avons de´crit plus haut dans le cas parti-
culier du potentiel −|x|1+θ : la dynamique est bien de´finie et
de´finie de fac¸on unique “presque partout”.
Nous voila` donc au cœur du presque : si l’on tire au hasard une
position et vitesse initiales, alors avec probabilite´ 1 la dynamique
sera bien de´finie. Si l’on songe maintenant a` incarner l’espace a`
partir des trajectoires dynamiques, on voit que l’espace, union
des trajectoires, est un espace non plus de points bien range´s les
uns a` coˆte´ des autres, mais ve´ritablement un espace habite´ par la
dynamique singulie`re, ou plutoˆt : l’espace est la partie re´gulie`re
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de cette dynamique qui serait singulie`re si on la voyait dans l’es-
pace banal tout entier. Nous sommes maintenant face a` un tour-
nant e´piste´mologique, paradigmatique meˆme : l’espace de´pend
de la dynamique qu’il engendre. Non pas seulement du type
de dynamique, comme l’e´tait l’espace ordinaire, mais de la dy-
namique elle-meˆme, deux potentiels diffe´rents ge´ne´rant a priori
deux “presque partout” diffe´rents. Car, si cette dynamique est
bien engendre´e par l’espace ordinaire, en ce sens que l’e´quation
(au sens large) la de´finissant (la donne´e de l’e´quation de New-
ton ou` bien du champ de vecteurs tangents en chaque point) est
bien de´finie partout, dans tout l’espace “ordinaire”, les solutions
elles-seules se´lectionnent la partie re´gulie`re de l’espace.
Au fond on pourrait arguer que la situation n’est pas tellement
diffe´rente de la situation standard : un espace en vaut un autre.
Mais, premie`re diffe´rence, cet espace est habite´ par la dyna-
mique, pas le contraire. Deuxie`mement, et de fac¸on plus impor-
tante a` nos yeux, dans le cas de la dynamique singulie`re, s’il est
vrai que pour presque tous les points de de´part la dynamique
existe pour tout temps, et donc que l’on doit pouvoir composer
les dynamiques avant et apre`s un arreˆt quelconque de celle-ci, le
fait de s’arreˆter et de repartir donne bien lieu a` une dynamique
totale, compose´e des dynamiques avant et apre`s l’arreˆt, mais qui
existe elle aussi seulement “presque partout”.
Or ce nouveau “presque partout” n’a rien a` voir avec ceux
des deux dynamiques pre´ce´dentes. On voit donc que, non seule-
ment l’espace est de´fini d’apre`s sa dynamique, mais le label de
“bons points” attribue´ aux points initiaux donnant lieu a` une
dynamique bien de´finie est redistribue´ de`s que l’on s’arreˆte. Si
ce fait nous semble difficile a` comprendre, c’est qu’il est contrin-
tuitif vu depuis notre conception classique de l’ide´e d’espace,
inde´pendant de la dynamique qu’il abrite. Cette construction
donne une ide´e d’un espace de´fini par un survol : il est la` mais
il est vu de loin, un espace lointain en quelque sorte.
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Un espace que l’on ne peut plus ve´ritablement de´finir comme
espace de points, sous-espace de l’espace usuel : un espace du
presque partout, un point c’est tout.
4. Presque solutions
Traditionnellement la solution d’une e´quation alge´brique est
un nombre (ou un point), celle d’une e´quation diffe´rentielle,
comme celles dont nous venons de parler, est une courbe, celle
d’une e´quation aux de´rive´es partielles (EDP) une fonction de´finie
sur un espace. Mais les traditions se perdent, qui ont vu appa-
raitre les nombres complexes, ces solution non re´elles d’e´quations
bien re´elles, ou bien les solutions ambigu¨es d’e´quations diffe´-
rentielles, pe´tries d’ubiquite´, dont nous venons de parler. Mais
ces solutions restent “traditionnelles” dans le sens qu’il suffit de
les placer dans l’e´quation pour voir qu’elles la satisfont.
Pour lse EDP la situation va eˆtre bien plus “tabula rasante”
lors de l’ave`nement du ce´le`bre article de Jean Leray de 1933 [5]
sur les solutions des e´quations de l’hydrodynamique. La notion
de solution faible y est introduite, qui change radicalement la
fac¸on d’appre´hender l’ide´e de solution. Cette fois-ci on change
l’e´quation, comme on la changera (avant de la retrouver par
passage a` la limite) pour les solutions de viscosite´, et pour les
solutions ge´ne´ralise´es de (encore) diPerna et Lions on change
la solution elle-meˆme, comme on change de variable dans les
e´quations ordinaires.
Solutions faibles. — Une solution au sens classique du terme
pourrait eˆtre singulie`re sur un petit sous-ensemble de son en-
semble de de´finition. Afin d’e´viter cette singularite´ on va inte´grer
l’e´quation contre une fonction test, le phe´nome`ne d’inte´gration
se chargeant de tuer les espace ne´gligeable, sources de proble`mes.
On montre alors qu’il existe des solutions de cette, en fait de
ces, nouvelles equations obtenues par le balayage de toutes les
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fonctions test. On a ainsi filtre´ les solution pour ne laisser que
la partie re´gulie`re. Mais la solution ainsi obtenue est presque
partout e´gale a` celle que l’on voulait initialement. On peut donc
parler de presque solution.
Solutions de viscosite´. — Cette fois-ci afin de palier le man-
que de re´sultat de type “existence-unicite´” pour une e´quation
donne´e, on perturbe celle-ci par un terme a` la fois singulier et
petit ayant la proprie´te´ de redonne de l’“existence-unicite´” a`
la nouvelle e´quation. L’aspect “singulier” donne assez de force
a` la perturbation pour changer significativement l’e´quation du
de´part en la “existence-unicite´”ant. L’aspect petit va quant a`
lui permettre de suivre la nouvelle (et unique) solution lorsque
l’on fait disparaitre la perturbation, revenant ainsi a` l’e´quation
de de´part tout en conservant l’unicite´ de la solution. C’est un
tour de passe-passe, et c’est la` aussi 1un presque e´leve´ au niveau
infinite´simal : l’e´quation satisfaite est presque la meˆme, avec un
presque infinite´simal souvenir de ce passage perturbatif.
Solutions renormalise´es. — Bien que plus re´centes les solu-
tions renormalise´es de´coulent d’une action fort bien connue en
mathe´matiques : le changement de variable. Ici, confronte´ encore
une fois a` une e´quation a` proble`me, on montre que l’e´quation
e´quivalente que satisfait une fonction de l’inconnue de l’e´quation
initiales, a elle toutes les bonnes proprie´te´s que l’on veut. Si pour
toutes (disons raisonnablement toutes) les fonctions la nouvelle
e´quation obtenue a “existence-unicite´”, alors on dit que la solu-
tion initiale est une solution renormalise´e de l’e´quation initiale.
C’est aussi une presque solution puisque l’on approche ainsi la
vraie e´quation.
Le presque et le comme si. — Ce qui se passe ici me semble
proche de ce que Bachelard de´crit dans “La philosophie du non”
[1] comme l’e´tape ou` la physique est passe´e du “c’est”au “c’est
comme si” et enfin au “pourquoi pas”. Les solutions faibles,
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de viscosite´ et renormalise´es que nous venons d’entrevoir donne
une ide´e d’une solution d’une EDP “comme si” elle e´tait so-
lution d’autre chose, d’une autre chose proche mais tout de
meˆme diffe´rent. Le “pourquoi pas” va plus loin bien suˆr. et nous
donnera peut-eˆtre bientoˆt de bien nouvelles perspectives sur la
the´orie des EDP.
5. Topologie du presque : du presque au non
Il existe des fonctions dont toutes les de´rive´es existent en un
point, on les appelle C∞ ou lisse. Et puis il y a celles dont le
de´veloppement de Taylor converge, c’est-a`-dire qui sont de´finies
par la suite de leurs de´rive´es. On les appelle analytiques. Et puis
il a des fonctions que l’on appelle quasianalytiques.
Mais alors, pourquoi les appelle-t-on quasianalytiques et non
pas quasilisses ? Et bien parce que la toplogie de l’analytique est
plus fine que celle du lisse : une fonction analytique est lisse, et
le contraire est faux. On ne peut donc qu’eˆtre quasianalytique.
Et pourtant ne dit-on pas qu’une fonction n’est que C∞ si
on sait qu’elle n’est pas analytique ? Ne pourrait donc pas dire
qu’une fonction est C∞ si elle a toutes ses de´rive´es qui existent
mais qu’elle n’est pas analytique ? On aurait donc bien ainsi des
fonctions quaislisses, probablement les meˆmes d’ailleurs que les
quasianalytiques d’avant. Mais il faudrait pour cela penser aux
mathe´matiques en action et non pas fige´es et non ambigue¨s. Le
mathe´maticien ne peux s’y re´soudre, mais d’autres le peuvent
comme nous allons le voir maintenant. Faut-il s’en inspirer ?
6. Quasi una fantasia
En musique on trouve des formes tre`s rigoureuses (bien que ce
terme-la` conduise rapidement a` l’acade´misme). L’exemple qui a
illumine´ deux sie`cles de musique est celui de la forme sonate :
deux the`mes, re´exposition, de´veloppement, coda etc. : la sonate
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c’est l’analyticite´ en musique. Puis il y a des formes qui n’en
sont pas, au titre e´vocateur, par exemple, de fantaisie. C’est un
aspect lisse, C∞. Tout est lisse et spontane´e dans une fantaisie.
Et puis l’on trouve, chez Beethoven et plus tard, des mouve-
ments de sonates “quasi una fantasia”. Et non pas des fantaisies
“quasi una sonata”. Pourtant la structure est vers la sonate,
tout comme elle est vers l’analytique. Pourquoi cette inversion
par rapport aux maths ? Et bien justement parce que la topolo-
gie est elle aussi inverse´e.
En musique on va rigoureux d’abord puis on relaˆche, et le fait
musical propre est le moins rigoureux. Alors qu’en mathe´matiques
on est fantaisiste au de´but et rigoureux a` la fin (voir [6]). Et si
l’on garde la forme sonate, meˆme lorsqu’au cours des ages on
en a vide´ le contenu, c’est bien pour l’auditeur qui va redige´rer
tout c¸a et n’y voir que du bleu.
“Sonate, que me veux-lu ? Elle veut eˆtre habite´e. L’unite´ de la
sonate, c’est vous.” [2]
7. Le presque de´construit : le non
Un syste`me presqu’inte´grable est une petite (c’est l’aspect
presque) perturbation d’un syste`me inte´grable, c’est une de´finition
vague. Ce qui n’est pas vague est le re´sultat : il y a un grand
nombre de tores KAM conserve´s, donc on reste presque inte´grable.
Mais on peut lire aussi ce re´sultat d’une fac¸on qui aurait intrigue´
et chagrine´ Laplace : un certains nombre de tores sont de´truits.
Le syste`me est donc, en quelque sorte et par un abus d’expres-
sion, presque non inte´grable. Mais on voit la` la tentation de
faire grossir ce presque afin d’eˆtre de moins en moins inte´grable,
ou plus pre´cise´ment, de plus en plus non inte´grable. Mettons le
doigt dans l’engrenage : lorsque le presque devient tre`s grand,
alors non seulement on n’est plus inte´grable du tout, mais on
peut a` l’oppose´ devenir chaotique, c’est-a`-dire anti-inte´grable.
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Mais alors le presque n’est plus presque, il a e´te´ transfigure´ par
le passage au travers du non.
Cette syme´trie de saut de mouton nous montre bien comment
le non est le bout du presque.
Mais c’est un bout tout de´chiquete´ que le presque doit nous
offrir pour que nous puissions apercevoir le non. Il faut e´puiser
le presque, le comprendre souvent mot par mot, voir ses forces et
ses faiblesses, e´taler devant soi ses composantes, pour qu’enfin,
parfois et pas a` tout le monde, apparaisse le non, fruit de la
de´construction du presque.
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E´pilogue
“Il est bien entendu que l’art n’est qu’un de´licieux mensonge,
le plus charmant de tous les mensonges. Et que les faux bijoux
sont bien plus beaux que les vrais”[4]. Comment ne pas citer
Janke´levitch dans un texte sur le presque. Qui nous ame`ne a` la
question suivante.
Qu’est-ce que la rigueur en mathe´matiques ?
C’est une question bien suˆr fascinante, qui nous conduit inexo-
rablement vers “qu’est ce que (ce qui joue le roˆle de) la rigueur
en dehors des mathe´matiques”.
La rigueur mathe´matique n’est certainement pas une construc-
tion logique “remontant” aux fondements, qui n’existent pas
d’ailleurs.
Pas plus qu’une structure logique hors fondements : une preuve
est accepte´e comme vraie si un certain nombre de mathe´maticiens
disent ainsi, apre`s tout.
De fac¸on moins cynique, la rigueur ne serait-elle pas (aussi,
surtout ?) cette singularite´ des mathe´matiques qui justement
permet d’incarner le “presque” et le “non”, voire l’“anti” ?
Ne serait-ce pas cette fantastique dynamique qui permet de
controˆler les “tenants et aboutissants” d’un raisonnement dans
leurs variations, (presque) infinite´simales et parfois extreˆmes,
jusqu’au ne´gatif, voire au contraire ?
La rigueur n’est-elle pas le plus court chemin entre le “vrai”
et le “presque”, entre le “oui” et le “non”, celui qui passe par
la de´construction du “a` peu pre`s” et du “ne´gatif”, qui de´finit le
positif du “moins fois moins”, l’ontologie du “moins fois presque
rien” ?
La rigueur, c’est aussi et peut-eˆtre avant tout un geste.
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